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le invitéIntrodu
tion à l'optimisation globaleMar
el Mongeau 1mongeau�
i
t.frNous présentons i
i le problème d'optimisationglobale en nous 
on
entrant plus parti
ulièrementsur les problèmes du type boîte noire et survolonsles prin
ipales méthodes pour l'aborder.1 GénéralitésOn 
onsidère le problème d'optimisation géné-ral :
min
x∈S

f(x)où S est un ensemble de 
andidats satisfaisant 
er-taines 
ontraintes dits solutions réalisables et lafon
tion f , dite fon
tion-obje
tif est dé�nie sur S.Les méthodes mathématiques traditionnellesd'optimisation numérique se 
ontentent de 
her
herun minimum lo
al x∗, 
'est-à-dire une solution réa-lisable telle que f(x∗) ≤ f(x), pour tout x dans unvoisinage de x∗. Le problème d'optimisation globaleest le �vrai� problème d'optimisation : trouver unesolution réalisable x∗ telle que f(x∗) ≤ f(x), pourtout x ∈ S.Les problèmes d'optimisation globale sont trèsrépandus dans la modélisation mathématique deproblèmes pratiques et 
ela pour un large spe
tred'appli
ations. On se 
on
entrera i
i sur le 
assans 
ontraintes. On se situera néanmoins dans le
ontexte du problème d'optimisation du type boîtenoire : la fon
tion-obje
tif n'est pas donnée par uneforme mathématique expli
ite. De tels problèmes,très fréquents dans l'industrie et les servi
es, sontparti
ulièrement di�
iles. Leurs fon
tions-obje
tifsne peuvent être évaluées que, par exemple, parune 
oûteuse simulation (informatique ou expéri-mentale), un pro
essus itératif, ou par une sériede programmes informatiques parfois an
iens, non-modulaires, que l'on n'est pas autorisé à modi�eret/ou requérant l'intera
tion d'un druide expéri-menté, en bref : inutilisables par un logi
iel d'op-timisation mathématique traditionnelle.Un exemple d'un tel problème est le problèmede mise au point moteur que nous avons ren
on-tré 
hez Renault. Il s'agit de trouver les réglagesdu moteur (tel l'avan
e à l'inje
tion) minimisant sa
onsommation en 
arburant tout en respe
tant les

normes de pollution. L'évaluation d'une propositionde solution requiert alors un essai sur ban
 moteur.Généralement, dans nos 
ursus, on se 
ontented'enseigner l'optimisation lo
ale ou 
onvexe (
as où
f et S sont expli
ites, di�érentiables et 
onvexes)qu'on traite ave
 des algorithmes 
her
hant unpoint stationnaire (satisfaisant les 
onditions né
es-saires de premier ordre de Karush-Kuhn-Tu
ker :voir le site [13℄ pour le logi
iel asso
ié).On imagine aisément l'attrait de l'optimisationglobale pour aborder, par exemple, un problèmeé
onomique où l'on 
her
he à minimiser le 
oût :on préférera 
lairement un bon minimum lo
al àun moins bon. Dans 
ertaines appli
ations 
epen-dant, l'optimisation globale est tout simplement in-
ontournable. C'est le 
as du problème d'équilibredes phases qui se pose lors de l'étude des réser-voirs pétroliers. Seul un minimum global du pro-blème d'optimisation asso
ié donne une informationutile sur 
e qui se passe à l'équilibre. Dans [10℄,on tire parti d'une stru
ture mathématique parti-
ulière de 
e problème pour obtenir un algorithme
onvergeant vers un optimum global en un nombre�ni d'itérations.Un autre exemple où l'on doit trouver un op-timum global est le problème de stru
ture molé-
ulaire [4℄ : trouver la 
on�guration tridimension-nelle d'une molé
ule de façon à ajuster au mieuxdes distan
es inter-atomiques mesurées expérimen-talement. L'obtention d'un optimum lo
al (et il yen a un nombre qui est exponentiel en la tailledu problème), n'apporte au
une information utileà la 
ompréhension de la stru
ture de la molé
ule.Ce problème est 
ru
ial pour l'industrie pharma-
eutique lors de la 
on
eption d'un médi
ament.Dans [2℄ on propose d'exploiter la séparabilité par-tielle de 
e problème d'optimisation numérique àl'aide de la théorie des graphes.Alors que l'optimisation lo
ale, née ave
 le 
al
uldi�érentiel, a plus de 300 ans, les termes �optimi-sation globale� n'apparaissent pour la première foisqu'en 1975 dans un titre [3℄. Depuis, une revue, leJournal of Global Optimization, est née (1991) etdes 
onféren
es spé
ialisées ont lieu régulièrement.Cette ré
ente ferveur s'explique par des demandespressantes des utilisateurs ; par des 
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iens pour des problèmes spé
ialementstru
turés ; et surtout par le développement de lapuissan
e de 
al
ul. Ce dernier entraîna une algo-rithmique foisonnante inventée par des ingénieurset des spé
ialistes de la RO pour des appli
ationsspé
i�ques.Notons que le 
as très parti
ulier du problèmed'optimisation quadratique (fon
tion-obje
tif qua-dratique et domaine réalisable dé�ni par un nombre�ni d'(in)équations a�nes) est déjà un problèmeNP-di�
ile si l'on 
her
he un optimum global. C'est
ette di�
ulté intrinsèque qui a fait que l'optimisa-tion globale est longtemps restée un 
hamp d'étudemarginal et 
e, même dans le domaine spé
ialisé del'optimisation numérique.2 Survol des méthodesComment pro
ède-t-on pour aborder un pro-blème d'optimisation globale ? Les méthodes gé-nériques de résolution peuvent être subdivisées endeux 
lasses : les méthodes déterministes et les mé-thodes sto
hastiques.2.1 Méthodes déterministesElles regroupent les méthodes qui ne 
omportentau
un aspe
t aléatoire ni sto
hastique, telles laséparation et évaluation progressive (bran
h &bound), les méthodes de plans de 
oupe, l'analysepar intervalles, l'homotopie (méthode de lissage),les méthodes lips
hitziennes et les méthodes de dé-
omposition. Cha
une est adaptée à une 
lasse par-ti
ulière de problèmes d'optimisation globale. Parexemple, l'analyse par intervalles, requiert uneforme expli
ite de la fon
tion-obje
tif. Cette mé-thode subdivise ré
ursivement l'espa
e de re
her
hejusqu'à 
e qu'on arrive à montrer pour 
haque sous-domaine qu'il ne peut 
ontenir d'optimum global ouqu'il ne 
ontient que des solutions optimales (à εprès). Pour y arriver, l'analyse par intervalles uti-lise un bran
h & bound 
ouplé par exemple ave
 des
al
uls de bornes pour la fon
tion-obje
tif et songradient dans 
haque sous-domaine. Cette méthodepeut être appliquée à des problèmes de taille modé-rée (disons en deçà de 50 variables). Des exemplesd'appli
ation fru
tueuse de l'analyse par intervallessont [11℄ pour les moteurs éle
triques ou en
ore [9℄en génie 
himique.Systématiques, les méthodes déterministes 
i-tées plus haut requièrent généralement des temps de
al
uls ex
essifs pour les problèmes de grande taille.Aussi, les ingénieurs 
onfrontés aux problèmes pra-tiques se 
ontentent souvent de solutions approxi-

matives (réalisables et ayant une �bonne� valeur de
f) à l'aide d'heuristiques. Les exemples les plustriviaux sont les algorithmes gloutons et les mé-thodes par amélioration lo
ales.Il existe une grande demande pour des mé-thodes d'optimisation numérique n'exigeant pas quel'utilisateur programme le gradient de la fon
tion-obje
tif. Cette demande est satisfaite en général pardes variantes �approximations par di�éren
es� desméthodes 
lassiques d'optimisation (lo
ale) numé-rique. Le prin
ipe est le même que 
elui qui 
onsisteà appro
her la dérivée d'une fon
tion unidimension-nelle par f(x) − f(x + h)

h
ave
 h petit. Pour undomaine à n dimensions, 
ela né
essite non plus 2évaluations de f mais n + 1. Les désavantages sontla perte de pré
ision due aux erreurs d'annulation(di�éren
es de nombres presque identiques) et auxdivisions par de petits nombres, ainsi que le grandnombre d'évaluations de fon
tion-obje
tif que 
ettete
hnique né
essite (parti
ulièrement 
ritique dansle 
as d'appli
ations pour lesquelles une évaluationde f est 
oûteuse). Une autre obje
tion aux ap-proximations par di�éren
es est qu'on y rempla
e
haque gradient par un bouquet serré d'au moins

n+1 évaluations de fon
tion-obje
tif au lieu de dis-perser 
es points où l'on évalue f (d'autant plus sion 
her
he à optimiser globalement !). De plus, dansle 
as où f est bruitée, la 
ontribution du bruit auxtaux de 
hangement prédits serait moindre si lespoints d'évaluation étaient plus espa
és.Ce dernier argument milite en faveur des mé-thodes dire
tes (sans dérivées). Ces méthodessont en fait des méthodes d'optimisation lo
alemais sont souvent utilisées 
omme heuristiques enoptimisation globale. Elles remontent au débutdes années 1960 (Hooke-Jeeves [5℄). Certaines
onstruisent un modèle interpolant la fon
tion-obje
tif, d'autres sont du type �simplexe�, 
ommela méthode du polytope mouvant [14℄ (dite aussidu simplexe non-linéaire ou en
ore de Nelder-Mead) que nous dé
rivons i
i. C'est la méthoded'optimisation (lo
ale) sans 
ontraintes la plus uti-lisée de NAG (librairie 
ommer
iale de programmesd'analyse numérique et d'optimisation) !Un simplexe est l'enveloppe 
onvexe de n + 1points dans IRn, formant un volume non-nul. Selonl'arti
le [14℄ introduisant la méthode du polytopemouvant, le simplexe s'adapterait au paysage lo
al,s'allongeant vers le bas sur les plans in
linés, 
han-geant de dire
tion en ren
ontrant une vallée ave
 unangle et se 
ontra
tant au voisinage d'un minimum.La méthode du polytope mouvant est initialisée parl'évaluation de f en n+1 points. À 
haque itération,on engendre un nouveau point sur la droite allantBulletin de la So
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entre des autres points et on éva-lue f en 
e nouveau point. Ensuite, selon di�érents
as de �gure, 
e nouveau point rempla
era le pirepoint, ou bien on allongera le simplexe dans une di-re
tion, ou en
ore on 
ontra
tera le simplexe dansla dire
tion du meilleur point, et
. L'algorithme setermine lorsque les arêtes du simplexe deviennentde longueur su�samment petite.Cet algorithme est mis en é
he
 notamment parle 
as d'une fon
tion lisse (dont la dérivée est 
onti-nue) stri
tement 
onvexe en dimension 2, 
e quirend très dis
utable l'utilisation massive de la mé-thode du polytope mouvant et, du même 
oup, sertde motivation aux re
her
hes a
tives en optimisa-tion sans dérivées depuis 1990 (voir le survey [15℄).Néanmoins, on trouvera dans le livre [7℄ des propo-sitions pour l'utilisation pratique de la méthode dupolytope mouvant.2.2 Méthodes sto
hastiquesCette deuxième 
lasse regroupe les méthodes
omportant une forme de re
her
he aléatoire, géné-ralement un é
hantillonnage de la fon
tion-obje
tifen des points 
hoisis aléatoirement dans le domaineréalisable. Nous distinguons trois types de méthodessto
hastiques : les méthodes à deux phases, lesméta-heuristiques et, en�n, les méthodes basées surles surfa
es de réponse.2.2.1 Méthodes à deux phasesUne phase globale évalue f en un nombre depoints engendrés aléatoirement et une phase lo
alemanipule 
es points, par exemple par l'entremised'améliorations lo
ales. On note que, et 
ela restevalable pour les autres méthodes sto
hastiques quenous présenterons, engendrer 
es points aléatoire-ment dans le domaine réalisable n'est pas une tâ
hefa
ile, même dans le 
as simple d'un polyèdre.La méthode d'initialisations multiples (mul-tistart) applique une pro
édure de re
her
he lo
ale
L à 
haque point engendré aléatoirement et gardeen mémoire le meilleur point trouvé. Idéalement, lapro
édure L ne serait pas appelée plus d'une foisdans 
haque bassin d'attra
tion (le bassin d'attra
-tion d'un minimum lo
al x∗ étant l'ensemble despoints du domaine réalisable S à partir desquels L
onvergera vers x∗).Cette remarque 
onduit à la méthode de re-groupement en grappe (
lustering method) qui
her
he à regrouper les points de l'é
hantillon quisont près les uns des autres a�n de n'initialiser lapro
édure de re
her
he lo
ale qu'une seule fois dans


ha
un de 
es groupes. Le multi level single lin-kage [16℄ par exemple engendre à 
haque itération
N points aléatoirement. Puis, elle 
onsidère un à un
es points. Si le point 
onsidéré est le meilleur dansle voisinage (une boule de rayon évoluant au fur età mesure des itérations), alors on applique la pro-
édure de re
her
he lo
ale à partir de 
e point. Cetalgorithme satisfait 
ertaines propriétés théoriques
omme par exemple : la probabilité que L soit ap-pliquée à l'itération k tend vers zéro lorsque k tendvers l'in�ni, et
.2.2.2 Méta-heuristiquesLes méta-heuristiques sont 
onsidérées ave
 un
ertain mépris par une partie de la 
ommunautémathématique (� méthodes vaudous �), en raisondu manque de fondements théoriques pour expli-quer leur su

ès. Leur performan
e dépend forte-ment de l'ajustement de paramètres 
orrespondantà un bon 
ompromis entre intensi�
ation (exploi-tation des meilleures solutions trouvées) et diversi-�
ation (exploration de l'espa
e de re
her
he). Deplus, leur mise en ÷uvre devra exploiter au maxi-mum la stru
ture parti
ulière du problème d'opti-misation globale 
onsidéré. On retrouve en optimi-sation globale les méthodes 
lassiques que sont lare
her
he ave
 tabous, le re
uit simulé et lesalgorithmes génétiques (et autres algorithmesévolutionnaires).2.3 Méthodes basées sur les surfa
esde réponseCes méthodes sont apparues ave
 le krigeageen géostatistiques, du nom de l'ingénieur minierKrige qui a développé 
ette méthode pour prédirela lo
alisation des réserves de minerai de fer. Elles'appuie sur l'hypothèse suivante : les valeurs dela fon
tion-obje
tif en des points rappro
hés ontun 
ertain degré de 
orrélation spatiale alors qu'endes points éloignés les valeurs de f sont statistique-ment indépendantes. De manière plus générale, lesméthodes basées sur les surfa
es de réponse sup-posent que la fon
tion-obje
tif peut être modéliséepar la réalisation d'un pro
essus sto
hastique gaus-sien. En 
onséquen
e on suppose que la valeur de
f en un point x non en
ore évalué peut être in-terprétée 
omme une variable aléatoire Y (x) ayantune 
ertaine distribution. Avant tout, on évalue lafon
tion-obje
tif en un ensemble de points initiaux.On interpole ensuite 
es données ave
 une 
ombi-naison linéaire de fon
tions de base (de régression),a�n d'obtenir un modèle appro
hant f . Les fon
-tions de base 
omportent des paramètres à ajuster.Bulletin de la So
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her
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tion d'erreur re�ète l'in
ertitude dans lemodèle. Une 
ompromis entre la minimisation dumodèle (intensi�
ation de la re
her
he) et la maxi-misation de la fon
tion d'erreur (diversi�
ation dela re
her
he) 
onstitue une fon
tion 
ritère permet-tant de déterminer un nouveau point 
andidat pourl'évaluation de f . Des variantes de 
ette méthodesont étudiées dans [6, 8℄.En�n, notons qu'on peut in
lure les réseauxneuronaux [17℄ dans la 
atégorie des méthodes ba-sées sur les surfa
es de réponse.3 Con
lusionNous avons tenté d'introduire le le
teur au di�-
ile problème d'optimisation globale et de présenterun panorama des méthodes pratiques pour sa réso-lution. Nous ne nous sommes attardés que sur desméthodes génériques, qui s'appliquent à tout pro-blème d'optimisation globale. L'arti
le [12℄ tente defaire un point sur di�érentes appro
hes, testées defaçon indépendante et sur des problèmes-tests issusde la pratique. Dans leur 
on
lusion, les auteurs res-tent 
ependant s
eptiques quant à la possibilité dedévelopper des méthodes e�
a
es pour le problèmegénéral d'optimisation globale qui n'exploiterait nila 
onnaissan
e métier propre au domaine d'appli-
ation ni la stru
ture parti
ulière d'une 
lasse deproblème d'optimisation globale donnée. Les méta-heuristiques permettent, dans une 
ertaine mesure,d'intégrer la 
onnaissan
e propre au domaine d'ap-pli
ations via l'ajustement (souvent laborieux) desnombreux mé
anismes et paramètres en jeu dé�-nissant 
es méthodes. Pour une 
lasse parti
ulièrede problèmes, on pourrait 
onsidérer �optimiser� lavaleur de 
es paramètres sur un é
hantillon d'ins-tan
es de 
ette 
lasse. On s'attendrait alors à 
eque la méthode ainsi 
onstruite fon
tionne bien lors-qu'appliquée à une nouvelle instan
e de 
ette même
lasse de problèmes. Ce travail préliminaire d'ajus-tement de paramètres est 
ependant 
onsidérablepuisqu'il s'agit là, en soi, d'un problème, non-trivial,d'optimisation globale de type boîte noire !Pour en savoir plus sur l'optimisation globale, lele
teur intéressé se référera à l'ouvrage 
olle
tif [1℄paru à l'o
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